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平面圖形概念

1、 數學結構

1、 圖形的初步概念

圖形並非實際存在的東西，只是能從實際的物體聯想到它，例如：我們在日常生活中所看到的一切器物、建築……等乃是圖形的化身，亦即圖形具體化的東西，圖形是從實物中摒棄其無可避免的夾雜物如顏色、氣味、大小、材質、輕重、硬度、厚度、用途等性質，進而抽象後得到的概念。

兒童的生活空間中最常接觸的是立體圖形，而平面圖形宜從像立方體、錐體、柱體、球體、長方體的面來辨識。一般在日常生活中常見的具體食物如盒子、箱子、罐頭……等，兒童通常都用三角的、四角的、圓的或像盒子的形狀，像球的形狀，像罐頭的形狀等詞彙來描述它，因為【一年級】這個階段的兒童辨識物體的形狀通常是以物體整體的外觀來辨認，所用的詞彙通常是【像……的形狀】。


2、 三角形
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(1) 三角形定義

(1) 頂點：三頂點的位置確定後，三角形隨之確定。

連結任意兩頂點得一邊。兩邊夾得一角。

(2) 邊：三邊對應相等的兩個三角形，可以經過旋轉，翻轉和平移後完全疊合，亦即全等。

(3) 角：三角對應相等的兩個三角形相似。

(2) 三角形的態樣

國小四年級開始教導學生區辨各是三角形，以等腰三角形與正三角形為主，教導學生三角形邊角的關係，但對於邊角比例問題待國中後教導，小學階段只要知道「大邊對大角，小邊對小角」。

· 正三角形：三邊一樣大，三角都是60度，

· 等腰三角形：兩邊一樣長，兩等邊所對應的角一樣大

· 直角三角形：三角形中有角為直角（90度）

(3) 三角形的面積

三角形面積的求法是由公式【（底×高）÷2】，因為有別於透明格板直觀而得之算法，在學生的認知上需要有推理能力，因此放在五年級平行四邊形的面積求法之後，並且與梯形面積求法同放在一起。

(4) 三角形（多邊形）的內角和概念

多邊形的內角和以三角形內角和為基礎，因此，討論多邊形內角和之前應先探討三角形內角和。
三角形的內角和有許多觀察方式，例如：
(1) 剪拼法：保持三個角的角度不變，將三角形的三個角剪（撕）下，使頂點相疊，以邊靠邊的方式拼合（如圖三），由此結果可看出合成的角之外面兩邊成一直線，因而得知三角形之內角和是180度。
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(2) 測量法：利用量角器分別測量三角形的三個內角之角度，再算出三個角度的和。
3、 四邊形
(1) 定義：

(1) 頂點的情形和三角形的完全相同。

(2) 四邊對應相等的兩個四邊形不一定全等。這可由以活動關結相連的四根木條的操弄得知。但是如果再加上有一個夾角對應相等，或有一條對角線對應相等，則為全等。

(3) 因四邊形的內角和為360，故若三角對應相等，則第四角亦相等。

(2) 四邊形的態樣：

平面圖形是將具體物的面拓印出來的結果，它不受視覺位置、方向或翻轉的影響，故可透過分類、操作、比較、歸納推理等形成概念及命名。各圖形特徵如下：

	四邊形

平面上一個多邊形有四個邊稱為四邊形，它具有四個頂點，四個角。
	正方形

四邊等長，四個角為直角。
	長方形

四個角為直角。
	平行四邊形

一個四邊形中兩對邊互相平行。
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	菱形

四邊等長
	梯形

一組對邊平行，另一組對邊不平行
	鳶形

兩組鄰邊等長
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4、 圓形
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(1) 圓形的定義

圓是平面上的封閉曲線，這曲線上的所有點與一個定點成等距離。

圓心是圓的中心;（即指固定點）。

圓周是圓的周邊;（即指封閉曲線）。

半徑是圓心到圓周的線段（即指一端在圓周上，另一端在圓心的線段）。

直徑是通過圓心且兩端在圓周上的直線段。
(2) 同圓內半徑與直徑的個數及關係
同圓內有無數條半徑與直徑。

同圓內直徑是半徑的2倍。
(3) 圓與圓心及半徑的關係

圓的位置由圓心決定。

圓的大小由半徑大小決定。

5、 正多邊形
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	正五邊形
	正六邊形


(1) 多邊形的定義：
由折線段圍成的簡單封閉圖形。按此定義可包括凸的和有凹的多邊形。但是在中、小學所談的多邊形一般僅限於凸多邊形，且省去凸字。
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	（a）有交叉

（複雜圖形）
	（b）不封閉
	（c）凹多邊形

（有一內角超過180∘，為凹多邊形）
	（d）凸多邊形


小學課本僅談(d)。

2、 認知結構

近年來世界先進國家(如美國、俄國）大都以荷蘭數學教育家vanHiele夫婦的幾何學習發展理論為根據設計幾何方面的教材。vanHiele夫婦認為一個人幾何概念思考模式可以分成五個發展層次，每個層次均有其發展特徵。其特徵如下：
	第O層次
	視覺期

（Visualization）
	此階段學童可以分辨、稱呼、比較及操弄幾何圖形。透過視覺觀察具體實物，以實物的整體輪廓來辨認圖形，在視覺下差異不大的圖形，他們可以透過移動旋轉等方式辨識，可以使用非標準語言或標準數學術語描述物件的形狀，如像門的形狀為長方形，像盤子的形狀為圓形。雖然知道物件的形狀何者稱為「正方形」、「三角形」、「圓形」、「長方形」，但不能瞭解其真正定義。因此，這階段的學童宜多安排感官操作的活動，讓兒童透過視覺進行分類、造型、堆疊、描繪、著色等活動獲得概念。

	第一層次
	分析期

（Analysis）
	此階段的學童可以從圖形的構成要素以及構成要素之間的關係分析圖形，並且可以利用實際操作（如摺疊、尺量，以格子觀察或設計特別的圖樣）的方式，發現某一群圖形的共有性質或規則。他們已具有豐富的視覺辨識經驗，能察覺到長方形有四個邊，四個角，且有兩個長邊，兩個短邊，對邊相等，但不能解釋性質間的關係，如知道菱形是四邊相等，對角線互相垂直平分的四邊形，但卻不能理解兩者的推理過程。能描述圖形的定義，但不易精簡描述的過程。此階段的學童，宜安排一些製作及檢驗的活動，使從製作與檢驗中獲得圖形的性質。

	第二層次
	關係期

（Relation）

或

非形式演繹期

(InformalDeduction)
	此階段兒童可以透過非正式地論證把先前發現的性質作邏輯地聯結。能進一步探索圖形內在屬性關係及各圖形間的包含關係，如四邊形兩雙對邊相等即是平行四邊形，而不必將所有屬性均描述出來才能確認其圖形。在了解圖形內在關係後，可以建立長方形是平行四邊形的一種；平行四邊形中，有一個角為直角時，此四邊形即為長方形；可以知道n邊多邊形的內角和為（n－2）180度等概念。

	第三層次
	形式演繹期

(FormalDeduction)
	達此階段者，能用演繹邏輯證明定理，並且建立相關定理的網路結構。他們可以在一個公設系統中建立幾何理論，他們不只是記憶圖形的性質，而且能夠證明，並了解一個證明的可能性常不只一種方法。可以理解一個定理的充分或必要條件之內在關係，發現正逆命題間的差異性。例如：能了解正五邊形邊長均相等，內角亦均相等，但邊長均相等的五邊形不一定是正五邊形。

	第四層次
	嚴密性（Rigor）

或

公理性（Axiomatic）
	達此階段的人，可以在不同的公理系統中建立定理，並且分析或比較這些系統的特性。例如能區別歐幾里德幾何與非歐幾何的差異，也可了解抽象推理幾何，甚至可自創一種幾何公設系統。此層次一般人很難達到，即使是以數學為專業者亦不易達成。


根據vanHiele研究顯示，上述五個層次有其次序性，學習者需擁有前一層次的各項概念與策略，才能有效進行下一層次的教學活動。同時，亦由於教材內容屬性的差異，會影響學習者落入不同層次中。國小低年級學童大都均在第O層次的視覺期，故其對幾何圖形的了解須藉由實物的操作、觀察、描述與比較，經過無數次具體經驗，使其在視覺層次具備豐富經驗後，始能循序漸進的達到較高層次。中年級學童大約可以達到第一層，高年級學童大約在第一層至第二層的過渡時期。
3、 教學策略

【一上  -認識形狀】
	1、依照實物的外觀進行分類活動及堆疊活動： 利用堆疊認識平面與曲面。

分類活動－請學童將形狀相像的實物放在一起。堆疊活動－以實物或積木，讓學童知道球體不適合堆高、圓柱體堆高要利用平的面。

2、透過觀察實物的外觀進行分類活動，辨認球體、圓柱體、正方體和長方體，並嘗試說出名稱。

3、透過觸摸的感官經驗，區別平面與非平面： 用手感覺物體的形狀，請學童指出圓柱上的平面和非平面。

4、透過拓印立體圖形的面，介紹圓形、正方形、長方形、三角形，並命名。：從日常生活中找出有圓形的面的東西，例如：時鐘、圖畫等。學童從教室中能找出圓形、正方形、長方形和三角形的東西。學生能說明為什麼這些實物是圓形、正方形、長方形和三角形，將一些三角形故意擺成歪歪的，讓學生辨識。


【二上 - 第七單元 -面積的大小】 

	1、面積的認識與直觀比較：直接比較面積的大小時，要長、寬同時都較大，或同時皆較小時，才能比較出來。若一邊大一邊小，則要用個別單位比較。
2、面積的直接比較 ：學童必須用疊合的方式來比較。
3、面積的複製與合分：拼圖遊戲，認識面積相等的各種圖形，形成面積的保留概念。
學童的拼法和畫法可能如下
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【三上 - 第三單元　-圖形與方位】
	1、認識三角形、長方形和正方形的邊、角和頂點，並點數個數。：任意兩邊的和要大於第三邊，否則不能排成三角形。學童在教室中尋找三角形、正方形、長方形的東西。
2、認識直角，找出生活器物中的直角。指著色紙的四個角說：「色紙的四個角是直角。」門的角是直角嗎？書的角呢？ 
3、認識直角的記號，找出直角並畫上直角記號。找出圖形中是直角的地方，畫出直角記號，數數看，它有幾個直角。
4、認識直角三角形，在給定數個三角形中找出有直角的三角形。 先直觀判別，再用三角板檢驗。


【三上 - 第七單元　-面積】
	1、面積的複製及比較。在畫無法拿下來重疊比較的情況下，引導學童先使用報紙複製畫的大小，再用複製的面積和另一幅畫的面積互相比較。 兩幅畫不能拿下來直接比較時，就要間接比較。
2、面積的個別單位比較。利用小方瓦算面積。兩圖不能直接疊合比較，但可分別度量面積再比較。
3、認識1平方厘米的意義，以1平方厘米為單位描述面積，並排出指定的面積。
4、以1平方厘米為單位，塗出指定的面積，解決以1平方厘米為單位的加法問題。
5、以平方厘米為個別單位，進行實測的活動。讓學童確定每一格都是1平方厘米， 以透明平方厘米板度量面積。有不到1平方厘米的部分，不必要求精確測量，只要學童會應用1平方厘米方板去鋪蓋實測即可。點數2個不到1平方厘米的部分合起來是一個方格。


【四下 - 第六單元　圓與方位】 

	1、透過觀察課本圖片辨認圖形，並能指出生活中和圓形相關的物品。
2、透過摺圓形圖卡，認識圓各部分的名稱。.透過玩紙陀螺，進一步了解圓心。
3、嘗試使用各種物品或工具畫圓。.使用圓規畫圓。透過畫圓進一步了解圓心、圓周，及半徑、直徑間的關係。


【四下 - 第七單元　求面積】
	1、給定一未知邊長的長方形卡片或正方形卡片，先以平方公分板覆蓋或用直尺量邊長，再列出乘法算式求得長方形或正方形的面積。
2、利用「一排有n個1平方公分，有m排」和「一排有a張1平方公尺，有b排」的敘述，分別列出面積的乘法算式，並歸納得到「長方形面積＝長×寬」的中文簡記式。
3、利用「一排有c個1平方公分，有c排」和「一排有d張1平方公尺紙，有d排」的敘述，引導出面積的乘法算式，並歸納得到「正方形面積＝邊長×邊長」的中文簡記式。
4、.利用正方形面積公式求得1平方公尺＝10000平方公分。進行平方公尺和平方公分的化聚和比較活動。
5、以兩個共用邊長的長方形，透過不同面積的求算方式計算其面積和，讓學生經驗乘對加的分配律。


【五上 - 第一單元 四邊形】

	1、兩直線的垂直與平行：能觀察並說明二直線不平行的理由。平行的概念是兩直線永遠不相交。 日常生活中，平行與垂直的例子很多，老師可讓學生多發表。 利用量角器或三角板畫垂直線，也可以試著讓學生畫通過直線上一定點的垂直線。 利用三角形內角和等於180°的關係可以證明：若直線A、B同時垂直於直線C，則A和B永遠不會相交。
2、四邊形的分類： 觀察各種四邊形形狀的異同，並對四邊形做分類。讓學生發現平行四邊形、 梯形、菱形、正方形、平行四邊形與長方形的性質異同。 梯形的「只有一雙對邊平行， 另一雙對邊不平行」這個性質較為特殊，教師在說明時應確實釐清。
3、平行四邊形及梯形的切割與重組：以實際操作的方式讓學生了解平行四邊形可以切割重組成為長方形，而兩個相同的梯形可以組合成一個平行四邊形。


【五上 - 第三單元 圓與方位】

	1、生活中的圓
透過觀察課本圖片辨認圓形，並能指出生活中和圓形相關的物品。
2、找圓心 ：.透過摺圓形圖卡，認識圓各部分的名稱。摺疊認識圓的直徑、半徑與圓心，由遊戲中經驗圓心是平衡的中心。教師可引導學生將圖卡對摺多次，並發現摺線都交叉於同一點。 只要對摺兩次就可找出圓心。
3、畫圓 ：.嘗試使用各種物品或工具畫圓，.使用圓規畫圓，.透過畫圓進一步了解圓心、圓周，及半徑、直徑間的關係。先利用圓形物描圓。


【六上 - 第二單元 平面圖形的性質】

	1、 平行、垂直及平行四邊形、梯形、三角形的底與高：引導平行線之間處處等距離，也稱為是這兩條平行線的距離。讓學生知道通常三角形最下面的邊稱為底，但因三角形可以轉動，所以有時其他兩邊也可以稱為底。而直角三角形的兩個垂直的邊即為三角形的兩個高，另一高為從直角的頂點向底畫出的垂直線段。

2、 平行線性質與平行四邊形相鄰與相對的角之間的性質：了解內錯角相等，同側內角互補。用量角器檢測，教導學生觀察並能檢驗觀察的結果。

3、 多邊形內角和 ：從經由實測或簡單的推理活動發現四邊形的內角和為360度，進而延伸到其他多邊形內角和。將四個角剪下來，可讓學生由操作中理解四邊形的四個角剛好可形成一個周角，但較不易延伸其他多邊形的內角和。

4、 平面圖形的邊角性質 ：平行四邊形的性質很多，但教師應就符合正方形、長方形、菱形的性質強調。 平行四邊形的性質有：
　1.對邊平行。
　2.對邊相等。
　3.對角相等。
　4.鄰角互補。
　5.對角線互相平分。
　而且，符合這五個性質之一的四邊形，一定是平行四邊形。

5、 平面圖形的對角線性質 ： 畫對角線要注意從頂點到頂點，教師要注意學生畫的對角線是否正確，盡量避免誤差。 對角線的性質有很多，在此我們僅著重正方形、長方形與菱形對角線，至於其他四邊形的對角線，教師可視教學需要補充。


【六上 - 第五單元 面積】
	1、 平行四邊形的面積 ：從切割拼合拼成長方形中，理解平行四邊形的面積公式由來。教師也可利用其他圖形，再多次操作體驗，以求學生能確實理解「面積保留概念」。

2、 三角形的面積 ：從兩個直角三角形拼合成一個長方形的操作過程，理解三角形的面積公式由來。 老師可準備多組形狀不同的三角形，上課時實際拼成平行四邊形給學生觀察，是讓學生理解非直角三角形的面積亦可使用「底×高÷2」的公式。
3、 梯形的面積
1.將梯形分成兩個三角形，再運用三角形面積公式，算出梯形面積。
2.從兩個梯形拼合成一個平行四邊形的操作過程，理解梯形的面積公式由來。
4、 複合圖形的面積 ：能運用正方形、長方形、平行四邊形、三角形、梯形之面積公式，算出複合圖形的面積。


4、 小學前的先備經驗

1、 公私立幼稚園結業的兒童已經有正方形、三角形、長方形、圓形等初步概念。

2、 一般的兒童有顏色、大小等日常用語來描述日常生活中常見的東西的形狀，也能說出週遭具體實物名稱，如：盒子、罐頭、餅乾盒、箱子、牙膏盒、輪子等。

3、 能用筆和直尺畫線由頂點相連得出多邊形的活動。

5、 參考資料

1. 林宜臻的數學園地 數學本質概念—小數概念。2005年2月28日取自：http://www.naer.edu.tw:8080

2. 2005年3月29日取自：http://content.edu.tw/primary/math/jm_jh/math/s3high/s303.htm
3. 2005年3月29日取自：http://steiner.math.nthu.edu.tw/ne01/jyt/geoclass/%B4X%A6%F3%A4%BD%A6%A1/quadrilateral.htm
4. 翰林我的網2005年3月30日取自：http://www.worldone.com.tw/
認識基本圖形正方形、三角形、長方形、圓形





辨識長方體、正方體、圓柱體、圓錐等形體。


˙認識三角形、長方形、正方形、圓形。
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